Chapitre 11

DISCRETISATION DES EDP

II.1 LES TROIS GRANDES FAMILLES DE METHODES

Pour passer d’'une probléme exact continu régit par une EDP au probléme approché discret, il
existe trois grandes familles de méthodes :
e Les différences finies.
La méthode consiste & remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou combi-
naisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou noeuds
du maillage.
Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cott de calcul.
Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des condi-

tions aux limites de type Neumann.

e Les volumes finis.
La méthode intégre, sur des volumes élémentaires de forme simple, les équations écrites sous
forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des approximations dis-
crétes conservatives et est particulierement bien adaptée aux équations de la mécanique des
fluides. Sa mise en oeuvre est simple avec des volumes élémentaires rectangles.
Avantages : permet de traiter des géométries complexes avec des volumes de forme quel-
conque, détermination plus naturelle des conditions aux limites de type Neumann.

Inconvénient : peu de résultats théoriques de convergence.

e Les éléments finis.

La méthode consiste a approcher, dans un sous-espace de dimension finie, un probléme écrit
sous forme variationnelle (comme minimisation de I’énergie en général) dans un espace de
dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un
nombre fini de paramétres comme, par exemple, ses valeurs en certains points ou noeuds
du maillage.

Avantages : traitement possible de géométries complexes, nombreux résultats théoriques sur
la convergence.

Inconvénient : complexité de mise en oeuvre et grandcoit en-temps de calcul et mémoire.
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

I1.2 LES DIFFERENCES FINIES

11.2.1 Principe - ordre de précision

La méthode des différences finies consiste & approximer les dérivées des équations de la physique
au moyen des développements de Taylor et se déduit directement de la définition de la dérivée.

Elle est due aux travaux de plusieurs mathématiciens du 18¢me siécle (Euler, Taylor, Leibniz...).

Soit u(z,y, z,t) une fonction de I'espace et du temps. Par définition de la dérivée, on a :

ou . u(z+ Az,y,2,t) —u(r,y,2,1)
— = lim
Or  Az—0 Az

Si Az est petit, un développement de Taylor de u(x + Ax,y, z,t) au voisinage de x donne :

A 2 92 A 3 93
ule+ Ay, 2, 0) = ule,y, 2, 0+ Aoy 2 ) 4+ Sy e BTy

En tronquant la série au premier ordre en Az, on obtient :

u(x + A$>yazat) — u(:v,y,z,t) _ Ou
Ax - 8$($ay’zvt) —|—O(Al’)

u
L’approximation de la dérivée a—(x) est alors d’ordre 1 indiquant que l'erreur de troncature
x

O(Az) tend vers zéro comme la puissance premiére de Azx.

Définition : la puissance de Ax avec laquelle I'erreur de troncature tend vers zéro est appelée

I’ordre de la méthode.

I1.2.2 Notation indicielle - cas 1D

Considérons un cas monodimensionnel ot ’on souhaite déterminer une grandeur u(z) sur U'inter-
valle [0,1]. La recherche d’une solution discréte de la grandeur u ameéne & constituer un maillage
de l'intervalle de définition. On considére un maillage (ou grille de calcul) composé de N + 1
points x; pour ¢ = 0,..., N réguliérement espacés avec un pas Az. Les points x; = iAx sont
appelés les noeuds du maillage.

Le probléme continu de départ de détermination d’une grandeur sur un ensemble de dimension
infinie se raméne ainsi & la recherche de N valeurs discrétes de cette grandeur aux différents

noeuds du maillage.

Notation : on note u; la valeur discréte de u(z) au point x;, soit u; = u(x;). De méme pour la

ou ou
dérivée d d 2, on note | —— = (&
érivée de u(x) au noeud z;, on note (ax)x:xi <8x

équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de la grandeur u.

) = uj. Cette notation s’utilise de fagon
i

Le schéma aux différences finies d’ordre 1 présenté au-dessus s’écrit, en notation indicielle :
ou Uigp] — Ui
( =7 oA
i
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I1.2 LES DIFFERENCES FINIES

Ce schéma est dit "avant" ou "décentré avant" ou upwind.

Il est possible de construire un autre schéma d’ordre 1, appelé "arriére" :

ou U; — Uj—1
g - - A
<6x>i Az +0(Ar)

11.2.3 Schéma d’ordre supérieur

Des schémas aux différences finies d’ordre supérieur peuvent étre construits en manipulant des
développement de Taylor au voisinage de z;. On écrit :
ou Az? [0%u .
Uu; = ulz;+Azx)=vu+ Az | — | + — | =— | +0O(A2?
i+1 ( i ) i < ax)z 2 ( 022 | . ( )

ou Az? (9% 3
ui—1 = u(x; — Az) =u; — Ax (83})1 + —~ <8f’32>1 + O(Ax?)

0
La soustraction de ces deux relations donne : u;4+1 — u;—1 = 2Ax <au> + (’)(Aw3)
T /.

1
Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée premiére

Qu\ U1 — Ui 2
(833)1- - 2Ax +0(Az%)

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noeuds voisins de z; . Le nombre

)

de u :

de points nécessaire a ’écriture du schéma s’appelle le stencil. Par exemple, un schéma aux
différences finies d’ordre 3 pour la dérivée premiére s’écrit :

Qu\  —uipa + Buitt — 3u; — 2ui
or /), N 6Ax

+ O(Az?)

11.2.4 Dérivée d’ordre supérieur

Le principe est identique et repose sur les développements de Taylor au voisinage de x;. Par
exemple pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde de u, on écrit :

ou Ax? (9% Ax3 [(dPu 4
vl = “i+A”3<6x>i+2(aa;?>2.+6<aa:3>i+0(m)

ou Az? (0% Az? (93
Ui—1 U :E< x>i+ 2 ( :E2>i 5 ( $3>¢+O( x”)

0%u
En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit & : w1 —ui—1 —2u; = Az? <82> +(’)(Ax4)
T2/

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée seconde
OPuN  uigr — 2ui 4 Ui
0z? ), Ax?

Il existe aussi une formulation "avant" et "arriére" pour la dérivée seconde, toute deux d’ordre 1 :

<82u> U2 — 2Uip1 + U1 (32U) g = 2ui—1 + U2
: i

de u :
+ O0(Az?)

+ O(Ax) + O(Ax)

Ox? Az? Ox? Az?
Il est également possible de construire, par le méme procédé, des schémas aux différences finies

s . | Created with
d’ordre supérieur pour les dérivées deuxiéme, troisiéme, eté.. " Hwith
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

I1.2.5 Généralisation de la notation indicielle

Dans le cas 1D instationnaire, considérons 1’évolution d'une grandeur wu(z,t) en fonction de
I’espace et du temps. Le domaine de définition de u est décomposé en N noeuds x; répartis régu-
lierement avec un pas d’espace Az. De méme, le temps est décomposé en intervalle élémentaire
de pas constant At¢. On notera u]' la valeur discréte de la grandeur u(z,t) au noeud z; et au

temps nAt.

Dans le cas 2D, considérons une grandeur u(z,y) définie sur un certain domaine. Ce dernier est
décomposé en N x P noeuds (z;,y;) répartis réguliérement avec un pas d’espace Az dans la
direction x et Ay dans 'autre direction. On notera u;; la valeur discréte de la grandeur u(x,y)

au noeud (z;,y;).

De facon similaire, dans le cas 2D instationnaire, on notera u;; la valeur discréte de la grandeur

u(z,y,t) au noeud z;,y; et au temps nAt. Et dans le cas 3D instationnaire, on notera ufjk la
valeur discréte de la grandeur u(z,y, 2z,t) au noeud (z;,y;, 2x) et au temps nAt.
11.2.6 Quelques schémas en 1D
Différences finies avant, ordre 1 Différences finies arriére, ordre 1
H H Ui | Uil ‘ Uj4-2 ‘ Ui43 ‘ Uj44 H H H Uj—4 ‘ Ui—3 ‘ Uj—2 ‘ Uj—1 ‘ U
Az -1 1 Azu -1 1
Az?ul || 1] -2 1 Az 1 2 |1
Azdd | -1] 3 -3 1 Ax3ul! -1 3 301
Aru 1] 4 ] 6 | 4| 1 A 1 | a6 | 4|1
Différences finies centré, ordre 2 Différences finies centré, ordre 4
H H Uj—2 ‘ Uj—1 ‘ Uj | Uit1 ‘ Uj4-2 H H H Uj—3 ‘ Uj—2 ‘ Uj—1 ‘ Ui | Uit1 ‘ Uj42 ‘ Ui43 H
2Azu; -1 1 12Azu; 1 -8 0 8 -1
Ax?ul 1 |2 1 1242 1| 16 |-30| 16 | -1
2830 || -1 2 | 0| -2 1 Az | -1 | -8 | 13 | 0 | -13 | 8 -1
Artu® 1 | 4 [6 ] 4 | 1 6Az Y | -1 | 12 [ -39 | 56| -39 | 12 | -1

I1.2.7 Dérivées croisées
2

0zxdy
La discrétisation du domaine de calcul est bidimensionnelle et fait intervenir deux pas d’espace

Déterminons une approximation de la dérivée croisée de la fonction de 2 variables f(z,y).

supposés constants Az et Ay dans les directions = et y.
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I1.2 LES DIFFERENCES FINIES

La principe est toujours basé sur les déveleppoments de Taylor :

e o1 OF\ | (e () . (mdy? (0
T iem) = woy) + 1A (895)2 Ay <6y>]~ i 2 0x? ), " 2 oy? J
2mlAzAy [ 9% f N
2 929y ) ; ;
Au voisinage du point (4, 7) :
o of of O’f Az? (62 Ay? (92
forgtn = S+ O <8w>z A <8Z/>j ATy <8x8y i i 2\ 0z? i+ 2 \0y?),
o of of O’f Az? (6? Ay? (92
forgt = fg = O <8x>z m A <8Z/>j ATy <8x8y ij i 2 \0x? i+ 2 \oy*/,
=t of of o*f Az (O Ay? (0
o = a0 () = (G) -2 (5g) + 5 (52) - 5 (50),
o of of »*f Az? (62 Ay? (2

En effectuant une combinaison linéaire des quatre équations précédentes ((1)+(2)-(3)-(4)), nous

obtenons une approximation de la dérivée croisée a l'ordre 1 :

Of _ fign = finnia = fingn + ficag
0x0y ) ; ; 4AzAy

11.2.8 Exemple simple 1D avec conditions de Dirichlet

Considérons I’équation différentielle suivante :

{ —u"(z) = f(z) .z €o,1]
u0)=a e u(l)=p

ou f est une fonction continue.
Le maillage est construit en introduisant N + 1 noeuds z; avec ¢ = 0,1,.., N, réguliérement
espacés avec un pas Ax. La quantité u; désignera la valeur de la fonction u(x) au noeud x;.

L’équation & résoudre s’écrit, sous forme discréte en chaque noeud x; :

d*u
- (GE) = f@ =1

Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré & l'ordre 2 :
d?u Uip1 — 2U; + Ui—1 it
- = Created with
dz? ), Ax?
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

L’équation discrétisée est ainsi :

2u; — Ujt1 — Uj—1

Ax?

= f; ; pour ¢ variant de 1 & N-1

Il est trés pratique d’utiliser une formulation matricielle en faisant apparaitre le vecteur des in-

connues discrétes :

2 -1 0 --- 0 Uy I fi+a/Az?
-1 2 -1 .- 0 U9 f2
1 ) ) _ .
Aw2 - . - - .
0o 0 -1 2 -1 UN—_2 -2
0 0 0 -1 2 || un-1 | | N1 + B/ Ax? |

11.2.9 Exemple simple 1D avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann

Considérons I’équation différentielle suivante :

oll 'on a cette fois une condition de Neumann en z = 1.

Les modifications du probléme discrétisé par rapport au cas précédent sont les suivantes. Tout
d’abord, le nombre d’inconnues a changé. Il y a une inconnue au bord en = 1. Le probléme
discret a donc maintenant, sur la base du méme maillage que précédemment, N inconnues u;
pour ¢ variant de 1 & N.

D’autre part, il faut discrétisée la condition de Neumann '(1) = 3. Plusieurs choix sont possibles
pour approximer cette dérivée premiére. C’est un des inconvénients de la méthode des différences

finies : elle ne donne pas de facon naturelle une bonne approximation des conditions de Neumann.

Dans notre cas, utilisons une approximation d’ordre 1 : u/(1) = w
Sous forme matricielle, on obtient : v
2 -1 0 -~ 0 O] U1 1 _f1+Oé/AJU2_
1 2 -1 -~ 0 0 s £
1 : . St : _ :
Azl g 0 -1 2 —1 0| | uvwe | Fyoo
0 0 0 —1 2 0]/ uyva Fyoa
L 0 0 0 -1 1 1 L UN Created with 5/A95

N nitro™" professional

download the free trial online 2t nitropdf.com/professional



I1.2 LES DIFFERENCES FINIES

11.2.10 Discrétisation de I’équation de la chaleur 1D

Considérons le probléme monodimensionnel de la conduction de la chaleur dans une barre de 1m

de longueur. Le champ de température T'(z,t) vérifie '’équation de la chaleur :

oT o0*T
ot~ “oa?
ou « est la diffusivité thermique.
A cette EDP s’ajoute deux conditions aux limites aux extrémités de la barre T'(0,t) = T, et

T(1,t) = Ty ainsi qu’une condition initale T'(x,0) = Tp.
L’intervalle [0,1] est discrétisé en N + 1 noeuds de coordonnées z; (i variant de 0 & N) réguliére-
ment espacés. Notons Az le pas d’espace. Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant

At. Notons 77" la température au noeud z; = iAx et a 'instant ¢t = nAt.

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation de la chaleur. La premiére dite

explicite utilise une discrétisation au noeud x; et & l'itération courante n :

oy (oTy”
8ti_a oz ),

Et la seconde dite implicite utilise une discrétisation au noeud x; et a l'itération n 4+ 1 :
oT n+1 aQT n+1
bl - al =—=
( ot )l (81:2 )z

Nous utilisons un schéma avant d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma centré

11.2.10.1 Schéma explicite

d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

or\"™ 1ttt -1r
ot N At
92T\ " TV, — 2T + T
o i+1 7 i—1
0z2 - Ax?

At
Nk la température & 'itération n + 1 est donnée par :

x
TP = XTIy + (1— 20T + AT, i variant de 1 a N-1

En posant A = «

Soit sous forme matricielle :

r 9 n+l1 r i r an r i

T 1-240 A 0 - 0 T T,

T A 1—2)0 A T 0

. = : : : . . . A

Ty _o 0 0 A 1-20 A TN,2 0
Tn-1 0 XeEEqui)
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

11.2.10.2 Schéma implicite

Nous utilisons un schéma arriére d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma centré

d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

a£ n+1 jvin—f—l —j;n
at ), At
TH -2 T

Ax?

82T n+1
(5)

En posant A = a—, la température a l'itération n 4+ 1 est donnée par :

At
Ax?’

(L4+ 20T — NT + 74 = T i variant de 1 a N-1

On constate que les inconnues a l'itération n+ 1 sont reliées entre elles par une relation implicite

(d’ou le nom de la méthode).

Sous forme matricielle :

[1+20 —x 0 o 1 »n 1" [ n 1" [1,]
A 1420 A 0 T T 0
z . = A
0 0 —A 1+2% -\ Ty Tn_s 0
0 0 0  —Xx 142\ || Tw1 | ey | Ty |

A chaque itération, le vecteur des inconnues discrétes se détermine par résolution d’un systéme

Created v

with

n mtro profewona|

ad the free trial o

rilime at nitropadf.c ‘professional



I1.2 LES DIFFERENCES FINIES

11.2.11 Discrétisation de I’équation de la chaleur 2D stationnaire

Considérons le probléme bidimensionnel stationnaire de la conduction de la chaleur dans un

domaine rectangulaire [0,L;|x[0,L,]. Le champ de température T'(x,y) vérifie '’équation de La-

place :
o*’T  9°T
AT:W—FTyQ:O s (Qf,y)E[O,Lx]X[O,Ly]
T(O,y):Tg et T(Lg,y) =Ty 0<y <Ly
T(xz,0) =T et T(x,Ly) =T, O<z <L,

Le domaine de calcul est discrétisé en (N+1)x(P+1) noeuds (z;,y;) (i variant de 0 & N et j
variant de 0 a P). On supposera que les pas d’espace dans chaque direction Az et Ay sont

constants. La température discréte au noeud (x;,y;) sera notée Tj; = T(z4,y;).

Nous utilisons un schéma centré d’ordre 2 pour approximer les dérivées secondes en espace :

o°T _ T = 2T+ Ty
0z Ax?

(32T> _ Ty — 2T + Ty
a2 ), Ay?

La formulation discrétisée est alors, pour ¢ variant de 1 4 N — 1 et j variant de 1 & P — 1 :

Ay? (Ti15 + Tic15) + Aa? (T, ij+1 + Tij-1) - 2(Az® + Ay)T; ij =0

Soit sous forme matricielle, pour N=P=4, en posant A = Az? + Ay?

24 Ay 0 Az 0 0 0 T11 ATy, + Ay*T,
Ay? 24 Ay> 0 Az?2 0 0 0 0 Ty Az*T,

0 Ay?2 —24 0 0 Az 0 0 0 T AT, + Ay>T,
Az? 0 0 24 Ay> 0 Az2 0 0 Tio Ay*T,

0 Az?2 0 Ay? 24 Ay? 0 Az2 0 Ty, | = — 0

0 0 Az2 0 Ayr —24 0 0 Az? T3 Ay?*Ty

0 0 0 Az2 0 0 —24 Ay? 0 Tis Ax?T), + Ay*T,

0 0 0 0 Az2 0 Ay? —24 Ay’ Th3 Az?Ty,

0 0 0 0 0 Az2 0 Ay? —24 | | Tss | | AT, + Ay*Ty |

Dans le cas ou les pas d’espace sont identiques Az = Ay, la formulation devient, pour ¢ variant
delaN—1etjvariantdel a P—1:

T“'Lj + Ti,j—l + Ti—l,j + EJ+I1IH—'T71‘;}"”'T|'_
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

Soit sous forme matricielle, pour N=P=4 :

-4 1 0 1 0 0 0 0 0 T T, + T,

1 -4 1 0 1 0 0 0 0 Ty, T,

0 1 -4 0 0 1 0 0 0 Ty, T, + T,

1 0 0 —4 1 0 1 0 0 Tio T,

0 1 0 1 -4 1 0 1 0 Ty | = — 0

o 0 1 0 1 -4 0 0 1 T3 T,

0 0 0 1 0 0 —4 1 0 Ti3 Ty + T,

0 0 0 0 1 0 -4 1 T3 T,
0 0 0 0 0 0 1 —4]| s | T+ Ty |

Notons 17, Ty et T3 les vecteurs & 3 composantes définis par :

T Tho T3
Ty = | Ty Ty = | T T3 = | Tos
T3 ED) 133

Le systéme peut s’écrire sous la forme matricielle bloc suivante :

D I 0 T By
I D I T = —| By
0 I D T3 B3

La matrice obtenue est tridiagonale et chacun de ses blocs est tridiagonal. La résolution du sys-
téme peut s’effectuer par une méthode de Thomas matriciel ot une méthode itérative matricielle
(méthode de Gauss-Seidel).
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

II.3 LES VOLUMES FINIS

I1.3.1 Introduction

La méthode des Volumes Finis consiste & intégrer, sur des volumes élémentaires, les équations
écrites sous forme intégrale. C’est une méthode particuliérement bien adaptée & la discrétisation
spatiale des lois de conservation, contrairement aux Eléments Finis, et est ainsi trés utilisée
en mécanique des fluides.

"

Sa mise en oeuvre est simple si les volumes élémentaires ou "volumes de contréle” sont des

rectangles en 2D ou des parallélépipédes en 3D. Cependant, la méthode des Volumes Finis per-
met d’utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des géométries complexes,

contrairement aux Différences Finies.
De nombreux codes de simulation numérique en mécanique des fluides reposent sur cette mé-

thode : Fluent, StarCD, CFX, FineTurbo, elsA...

11.3.2 Volumes Finis pour une loi de conservation

Considérons une loi de conservation d’une grandeur physique w dans une maille de volume §2,

faisant intervenir un flux F'(w) et un terme source S(w). Son expression sous forme intégrale

a/wdQ + / div F(w) d = /S(w)dQ
ot Jo Q Q

Appelons ¥ la surface de la maille, de normale extérieure n. Le théoréme d’Ostrogradski conduit 4 :

8/wdQ+fF.nd2:/SdQ
ot Jq D) Q

L’intégrale 7{ Fn d¥ représente la somme des flux & travers chaque face de la maille. Le flux est
b

est :

supposé constant sur chaque face, l'intégrale se raméne a une somme discréte sur chaque face de

la maille. II vient :
f Fnd¥ = Z Fface‘nface 2face
b

faces de la maille

La quantité Freee = F(Wyqce) €st une approximation du flux F' sur une face de la maille, c’est

le flux numeérique sur la face considérée.

La discrétisation spatiale revient & calculer le bilan des flux sur une maille élémentaire. Ce bilan
comprend la somme des contributions évaluées sur chaque face de la maille. La maniére dont
on approche les flux numériques en fonction de 'inconnue discréte détermine le schéma nu-
meérique. L’écriture du schéma numérique peut également utiliser des inconnues auxiliaires, par

exemple le gradient de I'inconnue par maille.
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I1.3 LES VOLUMES FINIS

Explicitons maintenant le terme de dérivée temporelle. Un élément fondamental de la discrétisa-
tion en Volumes Finis est de supposer que la grandeur w est constante dans chaque maille
et égale & une valeur approchée de sa moyenne sur la maille ou bien a sa valeur au centre de la
maille.

D’autre part, le terme de dérivation en temps est évalué au moyen d’'une méthode numérique
d’intégration d’équation différentielle (Runge-Kutta, Euler explicite ou implicite...) et fait inter-
venir un pas de temps d’intégration At. Ce dernier peut étre constant ou variable. Pour fixer les
idées, on écrira la formulation avec une méthode d’Euler explicite. Notons Aw l'incrément de la

grandeur w entre deux itérations temporelles successives. On peut ainsi écrire :
0 dw Aw
/wszQ() =Q—
ot Q dt maille At

Finalement la loi de sconservation discrétisée avec la méthode des Volumes Finis peut s’écrire :

Aw
QE + Z Fface~nface Z:fozce = QS

faces

La méthodes des Volumes Finis consiste donc a :
e Décomposer la géométrie en mailles élémentaires (élaborer un maillage).
e Initialiser la grandeur w sur le domaine de calcul.

e Lancer le processus d’intégration temporelle jusqu’a convergence avec :

* Calcul du bilan de flux par maille par un schéma numérique.
* Calcul du terme source.
* Calcul de l'incrément temporel par une méthode numérique d’intégration.

* Application des conditions aux limites.

I1.3.2.1 Cas monodimensionnel

Considérons une loi de conservation 1D :
0 of(u)
8t/udx+/ g dr = 0

Ot w est une grandeur physique fonction de la variable d’espace x et du temps ¢

et f(u) est une fonction de u.

Le domaine de calcul est divisé en N mailles de centre x;. Chaque maille a une taille h; =
Ti11/2 — ®i_1/2- Les indices demi-entier désignent les interfaces de la maille avec les mailles voi-

sines (voir figure I1.1).
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

Xi-172 Xitr12
T } T X
X1 X Xit1

FiG. I1.1 — Maillage 1D

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant At. La fonction u est supposée constante
dans chaque maille et égale & une valeur approchée de la moyenne. Notons u} cette valeur

moyenne dans la i-éme maille de centre z;, & U'instant ¢ = nAt. Ainsi :

Vo € [1,1/2, Tiy1/0] €t t =nAt,  u(z,t) = uf

1

Souvent, cette valeur approchée de la moyenne est la valeur de la fonction w au centre z; de la

maille, on parle alors de Volumes Finis Cell-Centered (et dans ce cas, u]' = u(x;, t)).

Le discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste a intégrer maille par maille la loi de

0 Of (u) B
ot /maiHGde * /maille oz do =0

Soit pour la i-éme maille de centre x;, au temps t = nAt :

0 Tiy1/2 Tit+1/2 O
— udr + / —fdx =0
ot Ti—1/2 Ti—1/2 O

conservation :

Ce qui s’intégre comme suit :

oult . N

hiTZ z'n+1/2 - fﬁl/z =0

La quantité fﬁu /2 désigne une approximation du flux f(u) a l'interface z;,1 /5 et au temps nAt.
C’est le flux numeérique au point ;y1/2. Ce flux numérique s’évalue en fonction des valeurs

moyennes de u dans les mailles voisines, ce qui détermine le schéma numeérique.

Une méthode d’Euler explicite est utilisée pour évaluer la dérivée en temps (d’autres schémas
peuvent étre utilisés, par exemple le schéma de Runge-Kutta). La formulation discrétisée en

Volumes Finis de la loi de conservation est ainsi :

n+l _ u™

hiZth + [l — fitip =0
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I1.3 LES VOLUMES FINIS

11.3.2.2 Cas bidimensionnel

Considérons une loi de conservation d’une grandeur physique u(x,y,t) ou x et y sont les deux
directions d’espace. Le domaine géométrique est divisé en mailles élémentaires, par exemple en
mailles rectangulaires comme représenté sur la figure I1.2. La grandeur u est supposée constante
dans chaque maille et égale & une valeur approchée de la moyenne sur la maille (ou encore a la

valeur au centre de la maille).

Fia. I1.2 — Maillage 2D

Dans le cas bidimensionnel, le terme intégral ?{ F.ndX représente la circulation sur un contour

d’une maille élémentaire. Plagons-nous sur la maille de contour ABCD comme indiqué sur la
figure. Le flux F est supposé constant sur chaque aréte de la maille AB, BC, CD et AD.

L’intégrale se raméne & une somme discréte sur chaque aréte :

7{ Fndy = 7{ Fndl = Z Flrete-Narete LONgueurgrete
x ABCD AB,BC,CD,AD

Ceci revient a évaluer le bilan des flux & travers chaque facette de la maille.
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

11.3.3 Exemple simple 1D avec conditions de Dirichlet

Considérons I’équation différentielle suivante :

{ —u"(z) = f(x) , z €]0,1]
u0)=a et u(l)=p

ou f est une fonction continue.

L’intervalle |0,1] est discrétisé en N mailles de centre z; et de taille h; = 2;,1/5 — 2;_1/2. La
fonction u(x) est supposé constante dans chaque maille et égale & une valeur approchée de la
moyenne sur la maille considérée. On notera u; cette valeur dans la i-éme maille de centre ;.

Ainsi, on a dans la i-éme maille : Vo € [x;_1 /2, Tiy1 /2], u(®) = ;.

Xip=0 X3, Xi2  Xigl2
i I | |

X1 X2 | Xi-1 X Xit1
FiG. I1.3 — Maillage 1D

La discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste a intégrer maille par maille I’équation

différentielle du probléme, soit pour la i-éme maille :
Tiy1/2 Tit1/2
/ —u(x)dx = / f(x)dx
Ti—1/2 Ti-1/2

Ce qui donne aprés intégration :

U (xi_1/0) — U (Tig1y2) = hif; pour i variant de 1 a N

~ ~ 1 i+1/2
ol f; désigne la valeur moyenne de f sur la i-éme maille : f; = 7 / f(z)dx
? i—1/2

Il reste maintenant & exprimer u'(z;_; /2) en fonction des inconnues u;. L’approximation la plus

naturelle est de prendre la valeur moyenne de u/(x) sur le segment [z;_1, z;], soit :

1 / : o (2) i = u(wy) —uw(xio1)  ui—uiq
i—1

u/($‘71/2) = —
¢ hi—1+h; ) .
==t S hi—1/2 hi_1/2

hi—1 + h;

avec hi—1/2 = 9

Cette derniere expression n’est pas valable au bord gauche, pour i =1, en x5 = 0, car elle fait
intervenir le point xy qui n’est pas défini. Il se pose alors le probléme du traitement des bords qui
exige une formulation particuliére. Une possibilité est de définir une maille fictive & gauche de
I'intervalle [0,1], et d’affecter une valeur moyenne de la fonction u dans cette maille. Une autre

possibilité est de considérer la valeur moyenne de u'(z; /g.)“ﬂon plﬁs sur le segment [0, z1] qui
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I1.3 LES VOLUMES FINIS

n’est pas défini mais sur le segment [z /g,ml], c’est ce que nous choisissons dans cet exemple.

Ainsi on écrit :

U (z1)9) = 2 /I1 o (z) d 2(u1 —u(0)) _ 2(u1 — )

hy hy B hi

1/2

A P Ui+1 — Uy ~ N
Et de méme pour le terme u/(;11/2), on écrit que : u'(z;41/2) = % Le méme probléme
i+1/2

survient au bord droit, pour i = N, en xx11/2 = 1. On considere la valeur moyenne de Ul(33N+1/2)

non plus sur le segment [zy,zy11] qui n’est pas défini mais sur le segment [xn, ¥ x4 /2], soit

2 TN41/2 2u(l) — u 23 —u
u(Tnt1ye) = e u'(z)de = ( (f)lN v) _ A - N)

La discrétisation en Volumes Finis est donc finalement :

Tl N & L hiﬁ pour ¢ variant de 2 4 N-1
hi—1/2 hit1)2
2(u; — ) U — U ~
_ - 3
I hays 1f1
uny —un—1  2(8—un) z
- = hnfn
hy_1/2 hy

Dans le cas particulier d’un maillage régulier de pas h. La discrétisation en Volumes Finis devient :

2u; — Ui—1 — Uy r
i i—1 i+l 7 pour ¢ variant de 2 a4 N-1

h2
3ui — ug ~ 20
T - e
3uny —un—1 ;20
oz T It
Sous forme matricielle, ceci s’exprime :
(3 -1 0 - 0 |[ w | [ fi+2a/m?]
-1 2 -1 -+ 0 g f
i . _ .
-1 2 -1 UN_1 In-1
0o 0 0 -1 3 Uy fn +23/h?
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I1.3 LES VOLUMES FINIS

11.3.4 Exemple simple 1D avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann
Considérons I’équation différentielle suivante :
—u"(z) = f(x) ;
u0)=a e U()=p

ol 'on a cette fois une condition de Neumann en z = 1.

On se place sur le méme maillage que précédemment et on adopte la méme démarche.

L’équation intégrée sur une maille élémentaire est :

— u'(xiﬂ/g) = hif; pour i variant de 1 a N

Ul(l“i—1/2)

Le calcul des termes de dérivée aux interfaces s’effectue de la méme maniére que précédemment.
Au bord droit, a Uinterface xy1/2 = 1, 'application de la condition /(1) = § s’applique treés

naturellement et I'on a : u'(zy41/2) = 5.

La discrétisation en Volumes Finis est donc finalement :

e S hif; pour ¢ variant de 2 4 N-1
hi—1/2 hiy1)2
2(u; — @) Uy — UL ~
_ -}
I ha/a 1/1
w — B8 = hyfn
N-1/2

Dans le cas particulier d’un maillage régulier de pas h. La discrétisation en Volumes Finis devient :

2u; — Uj—1 — Uit %

2 = f; pour 4 variant de 2 a N-1
3uq — us - 2«
—z . = ht
UN — UN—1 B
h2 fN + n
Sous forme matricielle, ceci s’exprime :
[ 3 -1 0 0 ][ w [ i+ 20/h? ]
-1 2 -1 0 us 7
1 .
ﬁ —
o 0 -1 2 -1 UN_1 fn_1
0 0 0 -1 1 || uy fn+p8/h
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

11.3.5 Discrétisation de I’équation de la chaleur 1D

Considérons le probléme monodimensionnel de la conduction de la chaleur dans une barre de 1m
de longueur. Le champ de température T'(z,t) vérifie '’équation de la chaleur :
or o*T
ot~ “oa?
ou « est la diffusivité thermique que 'on supposera égale a 1.
A cette EDP s’ajoute deux conditions aux limites aux extrémités de la barre T'(0,t) = T, et

T(1,t) = Ty ainsi qu'une condition initale T'(x,0) = Tp.

L’intervalle [0,1] est discrétisé en N mailles de centre z; (i variant de 1 a N), de taille Ax =
Tiy1/2 — Ti_1/2 constante. Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant At. A chaque
instant, la température T'(x,t) est supposée constante dans chaque maille et égale & une valeur
approchée de la moyenne sur la maille considérée. On notera 7" cette valeur dans la i-éme maille

de centre x; a 'instant ¢t = nAt.

La discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste & intégrer maille par maille 'EDP du

probléme, soit pour la i-éme maille :

Tit1/2 9T Tit1/2 92T
il 94
/33 at " /x az2

i—1/2 i—1/2

Nous utilisons un schéma d’Euler explicite pour évaluer la dérivée temporelle, il vient :

<8T>" - (a:r)" ]
ox ). ox /..
Tit1/2 Ti—1/2

Les termes de dérivée premiére aux interfaces x; 1 /o sont évalués en considérant la valeur moyenne

T
pii T

A
At

or .
de — sur le segment [x;, z;4+1], soit :
ox
al n _ 1 /1’i+1 aldx _ 2'7—li-1_T;n
or ), Az /.. ox Az
i+1/2 i

Cette formulation n’est pas valable dans la maille N & I'extrémité droite de la barre. Dans cette

maille, on considére la valeur moyenne calculée sur l'intervalle [z, 1]. D’otu :

<6T>” 2 [tor h — TR

— = — —dr = 2
ox Ax ), . Oz . Ax
TN+1/2 N

De méme, les termes de dérivée premicre aux interfaces x;_1/o sont évalués en considérant la

oT .
valeur moyenne de —— sur le segment [z;_1, ;], soit :

ox
8T n 1 T aT T;n _ jﬁzn_l
<ax>x¢1/2 - E /$i1 %dm[ﬁ'w . -
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I1.3 LES VOLUMES FINIS

Avec un probléme dans la premiére maille & 'extrémité gauche de la barre. Dans cette maille,

on considére la valeur moyenne calculée sur 'intervalle [0, z1]. D’ou :

<8T>" 2 1 aTd T"—Tg"
Ox 212 Az Jy Ox Az
At T
En posant A = Al la température & 'itération n + 1 est donnée par :
x
T = NIy + (1—2\N)T) + AT, i variant de 2 a N-1
TP = 2XT, + (1 —3NT] + ATy
T = ATR_, + (1= 3NTR + 20T

Soit sous forme matricielle :

r 9 n+1 r i r an r T

T 1-3% A 0 T y
T, A 1-2)0 A 0 T, 0
: = : : : +oa|
Tn_2 0 0 A 1-2% A Tn_s 0
| Tyt | 0 0 0 A 1-3x]|| Ty | Ty |

11.3.6 Discrétisation de I’équation de la chaleur 2D stationnaire

Considérons le probléme bidimensionnel stationnaire de la conduction de la chaleur dans un

domaine rectangulaire [0,L;]x[0,Ly|. Le champ de température T'(x,y) vérifie 'équation de La-

place :
o*r  0°T
AT:ﬁ+87y2:0 ; (z,y) € [0, Ly] x [0, Ly]
T00,y)=T, et T(Lyy) =Ty 0<y<Ly
T(x,0) =T, et T(z,L,) =T, 0<zx<L,

Le domaine de calcul est discrétisé en NxP mailles de centre (x;,v;) (¢ variant de 1 & N et j
variant de 1 a P). On supposera que les pas d’espace dans chaque direction Ax = Tip1/2 — Ti—1/2
et Ay =y 1/2 — Y;j—1/2 sont constants.

La température T'(x,y) est supposée constante dans chaque maille et égale a une valeur appro-

chée de la moyenne sur la maille considérée. On notera Tj; cette valeur dans la maille (g, j).

La discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste & intégrer maille par maille 'EDP du

probléme, soit pour la maille (i, j) de centre (z;,y;) :

i+1/2 /y]+1/2 (82 62 )
) ety O
/7, 1/2 1/2 33}2 8 )
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

Il vient :

/'yj+1/2
Yj—1/2

J

oT oT oT oT
(5)... (5) (), (%) ]“Z“
z Tit1/2 z Ti—1/2 Y Yj+1/2 Y Yj—1/2

Le terme de dérivée premiére <> a I'interface ;1 /o est évalué en calculant une valeur

Tiy1/2
dy + /
Ti—1/2

ox

moyenne sur U'intervalle [z;,x;+1] :

or _1/’”“3Td _ Ty = T
ox ). Az, ar T Az
Tit1/2 i

Tit1/2

or .
De méme, le terme < a l'interface x;_y /5 est évalué en calculant une valeur moyenne
i—1/2

ox
sur 'intervalle [z;_1,2;]. Ce qui permet d’écrire :
Yj+1/2 oT oT Yi+1/2 [T 1.5 — T - T . — T,i1 .
L. @), e - [P
Yj—1/2 z Tit1/2 z Ti—1/2 Yj—1/2 x x

Tivrj + i1y — 275

= A
y Ax

En opérant identiquement pour les termes —— aux interfaces y; /2 et Yj_1/2, on aboutit a

dy

I’expression suivante valable pour ¢ variant de 2 & N — 1 et j variant de2 a4 P — 1 :

Ay (Ti1j + Tim1y) + Az*(Tij + Tijo1) — 2(Az° + Ay*)Ty; = 0

Cette relation n’est pas valable aux bords du domaine pour lesquels les termes de dérivées

premiéres sont évalués en considérant une valeur moyenne sur une demie-maille.

oT
Par exemple, pour la dérivée () , la valeur moyenne sera calculée sur l'intervalle [0,21] et
T1/2

Ox
fera intervenir les conditions aux limites (la température T, au bord gauche) :
oy _ 2 oror, -1,
Ox P Az Jy Oz Ax

Ainsi pour les cellules adjacentes au bord gauche (i = 1, j variant de 1 & P), la formulation est :

Ay2(T27j + 2Tg) + AJ)Q(TLJ;H + lejfl) — (2A$2 + 3Ay2)T1j = 0
Ay (To1 + 2T,) + Az?*(Tiz +2Tp) — 3(Az® + Ay*)Ty; = 0 ;j=1
Ayz(Tgp + 2Tg) + AmZ(QTh + T17p_1) — 3(A[E2 + Ayz)Tlp = 0

Created with

n nitro™ profewona|

download the free trial online 2t nitropdf.com/professional



I1.3 LES VOLUMES FINIS

On aura une formulation équivalente pour les cellules adjacentes aux 3 autres bords du domaine.
Soit sous forme matricielle, pour N=P=3, en posant A = Az? + Ay?, B = 3A2% + 2Ay? et
C =2Ax? + 3Ay?

34 Ay2 0 Az 0 0 0 0 0 T A2?T, + Ay*T,
Ay —B Ay2 0 Az 0 0 0 0 T Az*T,
0 Ay> —34 0 0 Az2 0 0 0 Ts1 Az?Ty, + A>T,
Az? 0 0 —-C Ay* 0 Az 0 0 Tio Ay*T,
0 Az2 0 Ay? —24 Ay 0 Az 0 Ty, | = —2 0
0 0 Az2 0 Ay —-C 0 0 Ax? T3 Ay?Ty
0 0 0 Az 0 0 —-34 Ay* 0 Tis Az?*T), + Ay*T,
0 0 0 0 Az2 0 Ay? —B Ay’ Ths Az*Ty,
. 0 0 0 0 0 Az 0 Ay* -3A ]| Ts | | ATy, + Ay*Ty |

Dans le cas o1l les pas d’espace sont identiques Ax = Ay, la formulation matricielle, pour N=P=3

devient :
6 1 0 1 0 0 0 0 0 ][Ty] [ T, + T, |
1 =5 1 0 1 0 0 0 0 Toy Ty
o 1 -6 0 0 1 0 0 0 Ty Ty + Ty
1 0 0 -5 1 0 1 0 0 Tio T,
o 1 0 1 -4 1 0 1 0 Ty | = —2 0
o 0 1 0 1 -5 0 0 1 Tso Ty
o 0 0 1 0 0 -6 1 0 Tis T, +T,
o 0 0 0 1 0 1 -5 1 Ths T,
0 0 0 0 0 0 1 —6 ]| Ty | | Th+ Ty |

Remarque : dans le cas de conditions aux limites mixtes Dirichlet-Neumann, la condition de flux
de chaleur est prise en compte trés simplement, directement dans les termes de dérivées aux

interfaces du bord concerné.
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

II.4 LES ELEMENTS FINIS EN 1D

I1.4.1 Introduction

La méthode des Eléments Finis consiste & approcher, dans un sous-espace de dimension finie,
un probléme écrit sous forme variationnelle dans un espace de dimension infinie. Cette forme
variationnelle est équivalente a une forme de minimisation de ’énergie en général (principe des
travaux virtuels). La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre

fini de paramétres, par exemple, ses valeurs en certains points (les noeuds du maillage).

Cette méthode est particuliérement bien adaptée aux problémes d’équilibre. Elle permet de trai-
ter des géométries complexes contrairement aux Différences Finies mais elle demande un grand

cott de temps de calcul et de mémoire.

De nombreux codes de calculs de structure reposent sur les Eléments Finis : ANSYS, CADDS,
CATIA...

11.4.2 Exemple simple 1D

Reprenons le cas précédent de I'équation différentielle :

{ —u"(z) = f(z) , =z €]0,1]
u(0) =u(l) =0

La présentation trés succinte faite sur cet exemple simple a pour but de donner les idées de
base et ne constitue qu’une premiére introduction a la méthodes des Eléments Finis. L’approche
repose sur la méthode de Galerkin qui permet d’écrire le systéme différentiel sous forme va-

riationnelle dans un espace de dimension finie.

Soit une fonction v(x) € C1([0,1]), nulle en 0 et 1. On peut écrire :

—/Olu”(x)v(a:) dw = /Olf(m)v(m)dx

En intégrant par parties, il vient :

1 1
/ ' (z) v (z) dx = / f(z)v(x)dx YoeV (I1.1)
0 0

avec V = {v e C°([0,1]); v(0) = v(1) = 0, v’ continue par morceaux} un sous-espace vectoriel
de C*([0,1]).

Une solution de la forme variationnelle (I1.1) s’appelle solution faible du probléme différen-

tiel de départ.

n nitro™"



II.4 LES ELEMENTS FINIS EN 1D

On cherche alors & écrire un probléme approché dans un sous-espace vectoriel de dimension finie.
Soit V' un sous-espace vectoriel de V' de dimension N finie. Soient ¢1, ¢2,...,on N fonctions
linéairement indépendantes de V. Ces fonctions constituent une base du sous-espace V. Ainsi,

toute fonction @ de V peut se décomposer selon :
N

i) = u;;()
j=1

Résoudre le probléme différentiel de départ revient alors & chercher une solution u € V telle que :

1 1 -
/Ou(x)v(x)dx:/o f(z)v(z) de VoeV

C’est-a-dire chercher N réels uy,uo, ..., uy vérifiant :

N . 1
;uj/o ¢;(z) 0'(z) dx = /0 f@)o(z)de  VoeV

Ou encore :

N 1 . N
;uj/o 9;(@) 9i(w) d Z/O f@)gi(x)dz Vg eV

Soient A la matrice N x N d’élément courant a;; et B le vecteur a N composantes b; définies

par :

1 1
aij:/o ¢;(x) ¢;(x) dx et biz/o f(z) ¢i(x) dx

Par définition, la matrice A est symétrique. Notons U le vecteur des N inconnues uy, ug, ..., Uy .

Le probléme différentiel se raméne finalement & la résolution du systéme linéaire :

AU =B

Il reste maintenant a choisir les N fonctions ¢; de fagon a ce que le systéme soit simple a résoudre
numériquement.
I1.4.2.1 Choix des fonctions ¢; : les éléments finis

L’intervalle ]0,1] est discrétisé en N points de coordonnées z;. Les fonctions ¢;(z) sont choisies

comme fonctions polynomiales de degré 1 définies par :

T — Ti—1 .
— si w1 <z
Ti— Tj—1
. — T — Ti41 .
¢i(z) = Zo ol si i <z < x4
Tj — Ti41
. Created with
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CHAPITRE II : DISCRETISATION DES EDP

Ces fonctions sont appelées les éléments finis de degré 1. Avec ces éléments finis, la matrice A

est tridiagonale. Il est aussi possible de choisir pour éléments finis des fonctions de degré 2 ou plus.

Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées ¢} (z) simples a calculer :

1 .
si xri1<zr<ux
T — Ti—1
/ o 1 .
z(x) - _— S1 T; <z < Ti+1
Ty — Ti+1
0 sinon

Calculons maintenant les éléments de la matrice A, tridiagonale et symétrique. Les trois termes

des diagonales sont :

1 1
+
Ti—Ti—1 T4l — X4

1
ai; = /Ogbi(x)géi(w)dx:

1
—1
/ /
i = i i(z)de = ——n
_— /Oml(xw(z) e
1 . , -1
o = [ G = ——

Et calculons les composantes du vecteur B par une méthode des trapézes (chaque intégrale sur

un segment élémentaire sera évaluée comme 'aire du trapéze correspondant), soit :

b; = /01 f(z) ¢i(x)dx = f; <1’z+1;$z—1>

Le systéme linéaire & résoudre s’écrit donc, sous forme indicielle :

Ui —Ui—1  Uipl — U T4l — X1 f;

(A
Ti —Ti1 gl — Xy 2

pour ¢ variant de 1 & N

On rappelle la discrétisation avec un schéma aux Différences Finies d’ordre 2 :

Ui —Uim1 Uil — Ui Tipl — Ti-1 f
T — Ti—1 Tig1 — X4 2

i pour ¢ variant de 1 & N

Ainsi, on constate que les deux méthodes sont rigoureusement identiques. Ceci n’est plus vérifié

quand les composantes du vecteur B ne sont plus évaluées avec une méthode des trapézes.
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II.4 LES ELEMENTS FINIS EN 1D

Dans le cas ou les N points de l'intervalle |0,1[ sont réguliérement espacés avec un pas h. La

discrétisation en Eléments Finis devient :

2u; — Uity — Uj—1

72 = f; pour i variant de 1 a N
Soit sous forme matricielle :
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I1.4.2.2 Bilan

La méthodes des Eléments Finis 1D consiste donc a :

e Choisir N points entre 0 et 1 et choisir les fonctions ¢;
e Construire la matrice A
e Déterminer le vecteur B (avec une méthode d’intégration)

e Résoudre le systéme linéaire A.U = B ou U désigne le vecteur des inconnues
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